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На основе систем из тождественных равенств, образованных 2n-кратными интегралами от искомой температур-
ной функции и интегральными граничными характеристиками, получены аналитические решения краевой задачи 
нестационарной теплопроводности для протяженной пластины с граничным условием первого рода. По точности 
и сходимости решений предложенный метод превосходит на несколько порядков известные интегральные методы.
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Введение. Интегральный метод теплового баланса (Heat Balance Integral Method – HBIM) [1] 
является одним из наиболее мощных и эффективных методов приближенного решения задач те-
пломассопереноса. Среди других приближенных методов, например, таких как численные мето-
ды [2, 3], метод возмущений [4], метод луча [5] и др., HBIM занимает достойное место. Концеп-
ция метода заключается в следующем: в результате теплового воздействия на тело в нем образу-
ется область с фронтом возмущения ( )R t , за пределами которой температура тела ( , )T x t (либо 
иная полевая функция) остается неизменной. Первая стадия процесса заканчивается при дости-
жении движущейся границей фронта возмущения центра симметрии тела либо противополож-
ной поверхности, либо встречного фронта в некоторый определенный момент времени 1t t= . На 
второй стадии изменение температуры происходит уже по всему объему. Разделение процесса 
на две взаимосвязанные стадии позволяет существенно упростить решение с расширением спек-
тра аналитически решаемых задач. В HBIM с помощью простых полиномов возможно прибли-
женное аналитическое описание многих достаточно сложных задач. Это относится и к тем зада-
чам, которые либо не поддаются точным решениям, либо решения приобретают настолько слож-
ный вид, что становятся практически непригодны. В то же время полиномиальное описание 
температурного поля гарантирует простоту анализа решений и предоставляет отличные воз-
можности для решения обратных задач либо в случае, когда тепловая задача является лишь про-
межуточной стадией в описании какого-либо иного процесса.
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В аналитической теории теплопроводности методы, в которых используется понятие фрон-
та температурного возмущения, имеют широкий спектр разных подходов: HBIM, метод экви-
валентных источников [6], методы М. Био [7], Г. И. Баренблатта [8], А. А. Дородницына [9] и др. 
Применение данных методов чрезвычайно широко: от линейных и нелинейных задач нагрева тел 
с нелинейными (а также с зависящими от времени) граничными условиями до задач с фазовыми 
переходами (так называемые стефановские задачи); от задач ламинарного обтекания пластины 
до задач течения жидкостей в каналах и гидродинамики неньютоновских жидкостей и т. д. [10].
Главным недостатком интегральных методов, использующих понятие фронта возмущения, 
является их относительно низкая точность. В первую очередь, это связано с тем, что в основу 
этих методов положено построение интеграла теплового баланса, что равнозначно осреднению 
исходного дифференциального уравнения в пределах фронта возмущения. Имеется несколько 
разных подходов для решения проблемы точности HBIM. Это, в частности, RIM (Refined Integral 
Method) [11, 12], CIM (Combined Integral Method) [13], схема Майера – Лангфорда [14, 15], оптими-
зация формы аппроксимирующего полинома [16–18], метод дополнительных граничных усло-
вий [19–23]. Однако получаемые данными методами решения, как правило, затрагивают лишь 
самые простые случаи: медленно и монотонно изменяющееся во времени тепловое воздействие, 
отсутствие существенных нелинейностей и т. д. Когда же внешнее возмущение характеризуется 
большими скоростями или носит сложновременной характер, то данные решения, как правило, 
характеризуются весьма существенными ошибками. Представляется важной задача перевода 
интегрального метода, основанного на фронте возмущения, на качественно иной уровень, когда 
приближенные аналитические решения близко примыкают к численным и даже точным реше-
ниям, причем независимо от характера и скорости изменения возмущающего воздействия.
Постановка задачи. В качестве примера найдем решение задачи нестационарной теплопро-
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где ( )0 /T T T T= - D – относительная избыточная температура, T  – температура, 0T  – начальная 
температура, ( ) ( )1 01, /T T T Tt = - D , 1T  – температура поверхности пластины, TD  – температур-
ный масштаб, /t t= t , 2 /Lt = κ , /y Lr =  – безразмерная координата, t  – время, κ – коэффи-
циент температуропроводности, L  – половина толщины пластины, y  – пространственная 
координата.
В соответствии с общей концепцией рассматриваемых интегральных методов разделим весь 
тепловой процесс на две стадии. Будем предполагать, что на первой стадии происходит посте-
пенное продвижение фронта прогрева ( ) 1 ( ) /t R t Ld = -  в глубь пластины вплоть до момента до-
стижения ее центра симметрии. Тогда область, которая находится за пределами фронта возму-
щения ( )0 1 ( )t≤ r < - d , сохраняет исходную температуру. На второй стадии процесса пластина 
постепенно прогревается по всему сечению.
Первая стадия процесса в первом приближении. Переходя к новой координате 1x = -r , 
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Условия на фронте возмущения принимают вид
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Представим искомый температурный профиль в виде полинома N-й степени
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Запишем известное решение, которое использует краевые условия (5)–(7) и интеграл теплового 
баланса Т. Гудмена [1]:
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В случае представления решения в виде полинома второй степени при ( ) 1h t =  имеем [1]
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Подставив выражение (10) в формулу (9) и введя переменную 2( ) ( )t ts = d , получим ( ) 12t′s = . Отсюда 
при начальном условии (0) 0s =  находим ( ) 12t ts = . В итоге приходим к искомому решению для 
первой стадии процесса в первом приближении [1]
 
( )2( , ) 1 / 12T x t tx= - . (11)
Положив 1 1( ) ( ) 1t ts = d = , найдем время окончания первой стадии: 1 1/12 0,08333t = ≈ . Результаты 
расчета, согласно (13), в сравнении с точным решением [24] приведены на рис. 1, а. Отклонения 
безразмерных температур, найденных по приближенной формуле (11), от точных значений дости гают 
существенных величин. Для повышения точности аппроксимационного решения необходимо 
увеличить степень полинома. Тогда для определения новых полиномиальных коэффициентов 
требуется соответствующие дополнительных уравнения. Ниже приведена схема, обеспечивающая 
получение сколь угодного числа таких дополнительных уравнений. В ее основе заложена идея 
применения интегральных граничных характеристик.
Интегральные граничные характеристики. Последовательность тождественных ра-
венств для первой стадии процесса. Прежде дадим следующее определение.
Определение. Интегральные граничные характеристики краевой задачи для дифференци-
ального уравнения (4) с граничным условием 1 2
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Введем в рассмотрение интегральные операторы, определяемые последовательностью
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В дополнение к граничным характеристикам (12) введем последовательность из интегральных 
операторов с конечным интервалом интегрирования [ ]0, ( )x t∈ d :
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Применим оператор 1
x  к уравнению (4). Так как ( , )T x t – непрерывная аналитическая функция, 
то в силу теоремы Лейбница и условий (7) для левой части уравнения (4) имеем
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Использовав интегральный оператор 1
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Применив уравнение (17) в точке 0x = , с учетом граничного условия (6) получим уравнение
Рис. 1. Приближенные температурные профили в различные моменты времени в сравнении с точным решением 
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Проинтегрировав уравнение (18) при начальном условии (5), придем к интегральному тождеству
 
( )11 tT ≡ Γ . (19)
Далее применим интегральный оператор 1
x
 
к уравнению (17). С учетом граничных харак-
теристик (12), теоремы Лейбница и условий (7) получим
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  . Для 0x =  при использовании условия (6) из (19) и (20) 
следует уравнение
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Его интегрирование при начальном условии (5) приводит к тождественному равенству
 
( )22 tT ≡ Γ . (22)
Аналогичным образом может быть получено третье интегральное тождество вида
 
( )33 tT ≡ Γ . (23)
Основываясь на вышеизложенном, приходим к следующей последовательности, которую обра-
зуют 2n -кратные интегралы от искомой температурной функции и интегральные граничные 
характеристики:
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Первая стадия процесса в последующих приближениях. Используя соотношения (21)–
(24), можно получить недостающие три уравнения для определения коэффициентов полинома 
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Подставляя (25) в интеграл теплового баланса (9), приходим к обыкновенному дифференциаль-
ному уравнению относительно 2( ) ( )t ts = d :
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Для ( ) 1h t =  температурный фронт, как известно, подчиняется закону «квадратного корня» [на-
пример, 1, 4, 6, 16, 18], что дает основание записать ( )t ts = a . Отсюда уравнение (26) преобразу-
ется в обыкновенное алгебраическое уравнение
 
4 3 2294 16128 369936 3326400 0a - a + a - a =+ .  (27)
Уравнение (27) имеет два действительных корня: 24,10645a =  и 230,7940a = . Исходя из прин-
ципа наибольшей близости к величине 12, стоящей в выражении (11) с функцией ( ) 12t ts = , вы-
бираем первый корень 24,10645a = , что дает ( ) 24,10645t td = . Положив 1 1( ) ( ) 1t tds == , най-
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Для полинома восьмой степени следующие два уравнения будут
 { } ( ) { } ( )
0 0
4 554 ,t tT T≡ Γ ≡ Γ  .  (29)
В качестве третьего уравнения воспользуемся условием, введенным в расчетную практику 
Т. Гуд меном [1] и отражающим выполнение дифференциального уравнения теплопроводности 








T T d h t





Тождественные равенства (21)–(23), (29) совместно с уравнением (30) позволяют определить во-
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При этом 36,20 1( 6) 4t td = . Время окончания первой стадии процесса 1 0,0276t = .
Результаты расчетов температуры, согласно формуле (31), для 5N =  в сравнении с точным 
решением [24] приведены на рис. 1, б. Отличие приближенного решения от точного при 
0,04148t <  не превышает 0,3%. Для температурного профиля (31) с полиномом 8N =  макси-
мальное отклонение приближенного решения от точного уменьшается (по сравнению с преды-
дущим значением) почти на порядок, составляя около 0,03%. Отметим, что в известном методе 
дополнительных граничных условий [21] получаем при той же степени полинома 8N =  макси-
мальное отклонение примерно 0,75%. Проведенный анализ показал, что для достижения точно-
сти аппроксимационного решения, достигаемой предлагаемым методом при полиноме пятой 
степени, в известном методе дополнительных граничных условий требуется полином 29-й сте-
пени, а для достижения примерной точности, которая отвечает предложенному методу при 
8N = , в методе дополнительных граничных условий необходимы полиномы с 100N > . Как по-
казывают расчеты, при описании температуры полиномом 14-й степени точность интегрального 
метода граничных характеристик превосходит точность интегрального метода дополнительных 
граничных условий более чем на три порядка. Таким образом, введение тождественных равенств (24) 
60
с системой граничных характеристик ( )n tΓ  позволяет самым кардинальным образом повысить 
точность аппроксимационного решения краевой задачи (4)–(7).
Вторая стадия процессав первом приближении. Как отмечалось, интегральный метод гра-
ничных характеристик применим и для второй стадии процесса, чему отвечает 1t t> . В этом 
случае фронт температурного возмущения теряет смысл, тогда его заменяет температура в цен-



















Задания начального условия не требуется, поскольку распределения температур для первой и вто-
рой стадий для момента времени 1t t=  полностью совпадают.
Решение задачи (32)–(33) определим полиномом
 1
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При 2N =  коэффициенты 1,2 ( )b t  
определим из условий (33): ( )1( ) 2 ( ) 1 ,b t q t= -  2 ( ) 1 ( )b t q t= - . 











получим обыкновенное дифференциальное уравнение ' 3 3q q+ = , решение которого при началь-
ном условии 1( ) 0q t =  имеет вид 1( ) 1 exp[ 3( )]q t t t= - - - . Отклонение приближенного решения от 
точного в данном случае достигает 8–9% [21]. Для повышения точности аппроксимационного ре-
шения увеличим степень полинома с привлечением дополнительных уравнений. Таковыми являют-
ся уравнения, образующие ниже доказанную последовательности из тождественных равенств.
Последовательность тождественных равенств для второй стадии процесса. Введем в рас-
смотрение интегральные операторы
 
( ) ( ) ( )2 2 2 2 21 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
, , ... , ... ..... ... . , .
x x x x x x x x x x
x x x
ndx dx dx dx dx n +
  ≡ ≡ ≡ ∈ 
  
∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫      (36)




( ) ( ) ( )
2





11 1 1 1 11 11
... , ... , ..., ... ... , ,
n
x x x x
n
x x x
dx dx dx dx dx n +
 
  ≡ ≡ ≡ ∈ 
 
  
∫ ∫ ∫ ∫∫∫ ∫ ∫ ∫∫
 
   �  (37)
 

1 1 1 1 1
... ( ) ... ( ) , 1,0,1,2( ,...)
n n
t t t t t
n
n
t t t t t
n
G dt q t dt q t dt nt
 
  = = - 
 
  












= , 0 ( ) ( )tG q t= .
Левая часть уравнения (4) с учетом оператора 1




1 1 1 1
x x x x
x xT T dx T dx T
t t t t
∂ ∂ ∂ ∂
= = =
∂ ∂ ∂ ∂∫ ∫ ∫ ∫
  .  (39)
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Применив оператор 1









x T T T T tdx dx T q t
x xx x
 ∂ ∂ ∂ ∂
= = - = - ∂ ∂∂ ∂  
∫ ∫ ∫ .  (40)
Отсюда приходим к уравнению
 
1 ( )





 .   (41)
Тогда на основе уравнений (40) и (41) запишем
 
1 10
(0, ) ( ) ( ) ( )x
x
d d
T T T t q t h t q t
d t d t=
= = - = -  .   (42)




( ) ( )
t t
T h t d t q t d t C= - +∫ ∫ .  (43)
Исходя из концепции фронта возмущения, предполагающей сохранение начального условия при 





( ) ( )
t t
t
T h t d t q t d t C= - +∫ ∫ .  (44)
Постоянную интегрирования C  найдем из условия, вытекающего из первой стадии процесса 
для момента 1t t= . Принимая во внимание идентичность условий задач для первой и второй ста-
дий при 1t t= , а также выполнение очевидного тождественного равенства
 
1( )( ) 1
1
tt
n n n nx
dd
=
≡ = =    ,  (45)
из уравнения (44) для 1t t=  следует
 
1
1 11 1 1 1
0
( ) ( )
t
t t t t










T t q t d t C t C= = Γ - + = Γ +∫ ,  (47)
что дает 0C = . Тогда на основании уравнений (45)–(47) окончательно получим тождественное 
равенство
 1 1 1) ( )(T t tG≡ Γ - . (48)
Применим к дифференциальному уравнению (4) оператор 2
x . Используя уравнение (19), 
имеем для левой части (4)
 
2 1 1 1 1 2
x x x x x xT T T T
t t t t
∂ ∂ ∂ ∂
= = =
∂ ∂ ∂ ∂
      .  (49)
Для правой части уравнения (4) с учетом условий (33) находим
 
{ } { }
2 2
2 1 1 1 1 1 1 12 2
( ) ( ) ( ) 1 .x x x x x x x x
T T
T q t T q t T q t
x x
 ∂ ∂ = = - = - = - 
∂ ∂  
          (50)
Из (4), (49) и (50) получим уравнение
 




   ,  (51)
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которое для 0x =  примет вид
 




T T T q t
dt d t=
= = -    .  (52)
В итоге из (48) и (52) имеем уравнение
 
{ }2 1 11( )( ) 1 ( )
d
T t G qt t
d t
= Γ - -  .  (53)
Интегрирование уравнения (53) (можно показать, что постоянная интегрирования C  также рав- 
на нулю) приводит ко второму тождественному равенству
 { }21 12 2 1( (( ) 1) )tt G G tT ≡ Γ - -  .  (54)
Следующее тождественное равенство, содержащее граничную характеристику третьего порядка 
3 1( )tΓ , получим аналогично, применив интегральный оператор 3
x  к уравнению (4). Для левой 
его части имеем
 
3 1 2 1 2 3
x x x x x xT T T T
t t t t
 ∂ ∂ ∂ ∂
= = = 
∂ ∂ ∂ ∂ 
      .  (55)
Правую часть уравнения (4) с учетом (53) преобразуем следующим образом:
 
{ }{ }
{ } { }{ } { }
2 2
3 1 2 1 1 12 2
1 1 1 1 2 2
1 ( )
1 ( ) 1 ( ).
x x x x x x




T q t T q t
 ∂ ∂ = = - = 
∂ ∂  
= - = -
     
     
  (56)
Из (4), (55) и (56) получим уравнение
 




   .  (57)
Таким образом, исходя из уравнений (41), (53) и (57) запишем последовательность
 
{ }1 1 1 ( ) ,x x xn n nT T q t nt +- -
 ∂
= - ∀ ∈ 
∂ 
   .  (58)
С учетом интегрального тождества (54) уравнение (58) при 0x = приводится к виду
 
{ } { } { }3 2 2 2 1 2 211( ) 1 ( ) ( ) ( )1 1 ( )
d
T T q t t G G q t
dt
t t= - = Γ - - -     .  (59)
Интегрирование выражения (59) (постоянная интегрирования здесь также принимает нулевое 
значение) приводит к тождественному равенству
 { } { }33 23 1 1 2 1( ) ( ( ) )1) 1 (t tT G G G tt= Γ - - -   .  (60)
Аналогично могут быть получены тождественные равенства четвертого порядка и выше:
 
{ } { } { }
{ } { } { } { }
4 4 1 2 3
5 5 1 2 3
4 3 2 1
5 4 3 42 1
( ) ( ) ( ) ( ),









tT t G G G G
T t G G G
t t t
t t t tG tG




   
    
{ } { } { }1 21 2 1 1
......................
( ) ( ) ( ) ... ( ).( ) 1 1 1n nn nnn t tT t G G t tG G-- -= Γ - - - - -   
  (61)







n n i i
i n




≡ Γ - ∀ ∈ 
 














-= = ∫ ∫∫ ∫

















≡ Γ - ∀ ∈ 
- 
∑  .   (63)
Интегральные тождества, образующие последовательность (63), объединяют интегральные 
граничные характеристики ( )n tΓ , 2n -кратные интегралы от искомой температурной функции 
по всей области определения [ ]0,1x∈ и спектр характеристик { }( )n nG t  для граничной функ- 
ции ( )q t .
Вторая стадия процесса в последующих приближениях. Вернемся к рассмотрению задачи 
(32)–(33) с представлением температурного профиля в виде полинома пятой степени. В этом слу-
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1 2 34 '( ) 1275 ( ) 94410 ( ) 1669680 ( ) 3564000 ( ) 2070 56160 594000 30,q t q t G t G t G t t t t+ + + + + -= -  (65)
в котором функция ( )q t  присутствует в виде производной '( )q t , а также под знаками интегралов 
в функциях 1( )G t , 2 ( )G t  и 3( )G t . Уравнение (65) может быть переведено в обыкновенное диф-





4)( ), (( ) ( ) (), ( ), ( ),) ( ) '( ) ( )p t p t pG t G t G t q t qt p p ttt′= =′= = ′ = .  (66)
С учетом равенств (66) уравнение (65) примет вид
 
(4) (3) 2 34 1275 94410 ( ) 1669680 ( ) 3564000 ( ) 2070 56160 594000 30.p p t p t p tp t t t′′ ′+ + + + + -= -   (67)
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Для функции ( )p t , исходя из ее определения и представления функции ( )nG t в виде (38), спра-
ведливы начальные условия
 3 1 2 1 1
(3)
1 1 111 1( ) 0 ( )( ) , ( ) , ( )0 ( ) 0 ( ), ( 0)G t G t G tp t p t p p tt t q′ ′′ ====== == .  (68)
Отсюда на основании уравнения (67) и условий (68) приходим к задаче Коши для функции 
3( )) (Gp t t=  с нулевыми начальными условиями. Запишем характеристическое уравнение
 
3 244 1275 94410 1669680 3564000 0+ + m + m +m =m ,  (69)
корни которого определяют собственные значения: 1 2,467401m =  (точное значение 
*
1 2,467401m =
[24]), 2 22,1410m =  (
*
2 22,2066m = [24]), 3 74,13041m = , 4 220,01121m = . Первое вычисленное соб-
ственное значение совпадает с точным значением вплоть до шестого знака после запятой. Следу-
ет отметить, что известный интегральный метод дополнительных граничных условий [18–20] 
для приближенного решения с тем же полиномом пятой степени ( 5)N =  позволяет получить 
лишь два собственных значения, причем с более низкой точностью.
Решение системы (67)–(68) и последующее трехкратное дифференцирование по t  найденной 
функции ( )p t  дает искомую граничную функцию в следующем виде:
 
2,467401 22,14098 74,13041 220,011211,27324 e 0,41846 e 0,38808 e 2,4668 e( ) 1 t t t tq t - - - -= - + - -   (70)
и соответственно приближенное аналитическое решение задачи для второй стадии теплового 
процесса ( )1 0,04148t = :
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220,01122 3 4 50,016962 0,1247245 0,30535 0,3057115 0,1078574 e .
t t




- - + - +
 (71)
Результаты расчетов безразмерных температур, согласно формуле (71), представлены на гра-
фиках рис. 2. Их анализ позволяет отметить, что полученное решение во всем рассматриваемом 
временном диапазоне практически совпадает с точным решением.
Заключение. На основе интеграла теплового баланса и применения систем из тождествен-
ных равенств, включающих 2n -кратные интегралы от искомой температурной функции и инте-
гральные граничные характеристики, образуемые многократным интегрированием задаваемой 
функции граничного условия, получены аналитические решения краевых задач нестационарной 
теплопроводности для регулярного и нерегулярного режимов процесса нагрева (охлаждения) 
Рис. 2. Приближенные температурные профили, рассчитанные по формуле (71) (пунктир), в сравнении с точным ре-
шением (сплошные линии) в разные моменты времени: 1, 2, 3, 4 – 0,05t = ; 0,1; 0,2; 0,5 соответственно ( 5N = )
протяженной пластины при граничных условиях первого рода. Доказано существование после-
довательностей, которые образуют тождественные равенства как для первой стадии процесса, 
так и для второй его стадии. Показано, что по точности и сходимости приближенных решений 
предложенный интегральный метод граничных характеристик превосходит известные методы, 
основанные на рассмотрении фронта возмущения, на порядок и выше. Полученные данным ме-
тодом решения, по существу, являются точными, поскольку погрешность для широкой области 
значений параметров задач составляет сотые – десятитысячные доли процента.
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